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Annotatsiya: Ushbu maqolada Matematika fanining asosiy yordamchisi hisoblanadi. Bu magolani
avzali tomonlari shundaki koshi teoremasi, koshining integral formulasi va funksiyani Teylor qatoriga
yoyish keltirib o'tilgan. Golomorf funksiyaning istalgan tartibli hosilaga ega bo'lishi haqida yangi
clementlarga ega bo'lishga ushbu magola yordam beradi.

Kalit so’zlar: Koshi teoremasi, integral, Golomorf funksiya, orttirma, Teylor qator,

Annotation: This article is the main assistant in Mathematics. The advantages of this article are
that Cauchy's theorem, Cauchy's integral formula, and the extension of the function to Taylor's series have
been cited. This article will help to have new elements about whether a holomorphic function has any ordered
derivative.
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AHHOTAIMSI: B omou cmamve OCHOBHOE GHUMAHUE YOENsIemcsi MameMamuke.
Hsomunxou smoii cmamuvu sensemcs: mo, umo meopema Kowu, unmezpanvhasn gopmyna
Kowwu u pasnoxcenue gpynxyuu na pso Teilniopa yumupyemcs. Ima cmamvs ROMONCEm 8AM
NOTYUUMb HOGble DNEMEHMbl O MOM, KAK 2O0NOMOPOHAS QYHKYUs Modicem umems
NPOU3BOOHYIO JHCENAEMO20 NOPAOKA.

Kuarouesbie cioBa: Teopema Kowu, Humeepan, I'onomopghuas ynxyus, evivumanue,
pao Teiinopa.

Koshi teoremasi. Agar f (z) funksiya bir boglamli Dsohada (D < C,) golomorf
bo'lsa, u holda () funksiyaning D sohada yqtuvchi har Qanday silliq (bo’lakli silliq)
yopiq chiziq (yopiq kontur) bo’yicha integral nolga teng bo’ladi:

j f(z)dz=0
Y
Koshining integral formulasi.

Agar f(z) e 3(D) (D c Cz) va D dauzluksiz bo'lsa, u holda ¥z € D uchun

f@)= " | 1 Sag

tenglik o'rinli bo’ladi.
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Golomorf funksiyaning istalgan tartibli hosilaga ega bo'lishi.
Agar  f(z) e9(D) (D c CZ) bo'lsa, u holda f(z) D sohada istalgan tartibdagi

hosilaga ega bolib ,
" nt . ()
f(z) = dé (n=123..)(
() 27Z'i;[(§—2)n+1 é:( )()
bo’ladi.

Bu yerda ¥ — D sohada yotuvchi (bo'lakli silliq) yopiq chizig bo'lib, z esa ¥ chiziq
bilan chegaralangan sohaga tegishli nuqta .
Isbot. Koshining integral formulasiga ko'ra
1 ()
f(z2)=—— [ d¢
7§_Z

271
bo’ladi.

z nuqtaga Az orttirma berib, f(z) funksiya orttirmasini topamiz:

) _ 1 f(Qdg 1 f(E)
flz+a2) f(z)_Zﬂiiff—z—Az 2ni£§—zd§_

ijf@[ 1 ‘;z]"f‘mf f(&)de

27 i E—7-Az S 2miy(E-z-AZ)(E-z)
Unda
f(z+A2)-f(z) _ 1 f f (&) n”
Az 2ri, (& —2-Az)(E - 2)

bo’ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

(8- L[ 1Q 40, 1 Qg

Az 2m iy (6-2)° 2n i’ (6-z-Az)(E-2)
1 fE ,. 1 f () 1 Azf (£)dg
27:i{(a—z)zdg_Zni{(&—z)zdaJani!(&—z—A)(&—z)z' @)
Endi
1 | Azf (&)
27 (£ -2 Mz)g-2)

integralni baholaymiz. Ravshanki,

L @) el e
o e ey A e
bunda

M = max|f (t)|.
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Agar z nuqtadan ¥ chiziggacha bolgan masofani 2d (d > 0) desak, unda

E-2/>d, [E-z-A7/>d
bo'lib, (agarda |Az] etarlicha kichiq bo'lsa)

1-j Azf (&) d <|Az|I\/I2I
2Tl v(g_Z_AZ)(EJ_Z) 27d

bo’ladi. Bu erda | — y chiziq uzunligi.

(1) nie’tiborga olib, Az — 0 da (2) da limitga o’tib

f'(2)= 1J(f@)d§

B i 2
272'|7 g_z)

bo’lishini topamiz.

€)

Endi f'(z) funksiyani olib uning uchun yuqoridagi mulohazalarni takrorlasak

. 2 o f(&)
f'(z)=—=] dé 4)
2 (5~ 2)
tenglik hosil bo’ladi.

Xuddi shu yo'l bilan uchinchi, to'rtinchi va hakozo tartibdagi hosilalarni mavjudligi
ko'rsatiladi. f(z) funksiyaning n-tartibli (n =3,4,5, ) hosilasi uchun (1) ni o’rinli
bo’lishi matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

Natija 1. Agar f(z)e (D) (D < C,)bolsa, f'(z)e 9(D) boladi.

Natija 2. Agar f(z) funksiya D sohada( Dc CZ) boshlang’ich funksiyaga ega bo'lsa,
uholda f(z) D sohada golomorf bo'ladi.

Funksiyani Teylor gatoriga yoyish.

Agar f(z)e 9(D) (D < C,)bolsa,uholda a € D nugrada (a nuqtaning

Up(a):{z eC, :‘Z —a\ <p,p> O}C D

atrofida) Teylor qatoriga yoyiladi:

o0

f(z)= ijlocn(z—a)n =y M(z—a)n

L
Isbot. Up () ning chegarasini ¥ deylik.

y={zeC;,: z—a/=p, p >0}
boladi.

Avvalo funksiyani quyidagicha

E-12
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1

F-7 f-a- (z-a) 5 )(1_j

yozib, so'ng

1 $fz-a) ©
§—z_n=0 E-a)

. .. Z—a
Bu geometrik gator bo’lib, uning maxraji

ga teng.

Ravshanki, & € ¥ uchun quyidagi tengsizlik

é-al p
o'rinli. Demak, (4) gator yaginlashuvchi.
1
(6) tenglikning har ikki tomonini Py f(§) ga kopaytirib, song y chiziq bo’yicha
i
integrallab, ushbu

1 f( ) .y
tenghkka kelamiz.
(5) va (6) munosabatlardan

IZ ),)Hl( z-a)"dé

bolishi kehb Chlqadl.
Integral ostidagi

s &), ap
ngo(é—a)nﬂ( )

qatorning hadlari uchun

ﬁ(z —a)|< % Mg" (n=12,...) (M = m;:;lx\ f (5)1}
tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Ravshanki,
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o0

M n
> —q (g<?)
n=0 P

qator yaginlashuvchi. Unda Veyershtrass alomatiga ko'ra

&HE)
Eo(?-a)nﬂ( )

funktsional qator y da tekis yaginlashuvchi bo’ladi. Binobarin, bu qatorni hadlab
integrallash mumkin. Unda (7) tenglik ushbu

()=3 11( ) ggz-a)

i 1
n=0 2m 4 é_a)n—l—
ko'rinishga keladi. Yuqorida keltirilgan ma’lum teoremaga ko'ra
ES (G PR
27 (—a)™ Tl
,(&-a)
bo’lishini topamiz. Natijada (8) va (9) tengliklardan
(-3 = @eoap - Sca-ar
n=0 ™ n=0
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa f(z) funksiyani Teylor qatoriga yoyilganini bildiradi.
Natija 3. Agar f(Z) funksiya yopiq doirada golomorf bo’lib, bu doiraning chegarasi
y=0U, (a) aylanada
[f(z)<M (M —const)
bo'lsa, uholda f(z) funksiya Teylor qatorining C,, koeffitsentlari uchun

n

Co ks (n=012,...)
Yo,
tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Hagiqgatan ham, (9) formuladan
1-J f(t)n+1 gij £ (t)

27l g (t — a) 21 g

bolishi kelib chiqgadi.

Odatda (10) tengsizllik Koshi tengsizligi deyiladi.

Liuvil teoremasi.

Agar f(z)e 9(C) bolib, u chegaralangan bolsa, f(z) funksiya C da o’zgarmas
bo’ladi.

Ishot. Golomorf funksiyaning xossasiga kora, f(z) funksiya |z—a|< p doirada

|t _ a|n+1 27'C pn+1 p

|Gy <

Z — a ning darajalari bo’yicha Teylor qatoriga yoyiladi:
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f(z)zicn(z—a)”,bundacnz 1.[( f(z) dé.

e 27 . 5 _ a)n+1
Koshi tengsizligi (10) ga binoan | f(z)|< M boladi. f(z)e 9(C) bolgani uchun bu
tengsizlikda p ni istalgancha katta qilib olish mumkin. Shuning uchun n=2123,...
bo’lganda

lim % —0 (n=123,..)
p© p

bo’ladi. Ayni paytda (10) tengsizlikning chap tomoni p ga boglik emas. Binobarin
n=12,3,... bo'lganda

C,=0(n=123,..)

bo'ladi. Demak, C da f(z)=c,  (c, =const).

Morera teoremasi. Faraz gilaylik, f(z) funksiya bir boglamli D sohada D < C,
aniglangan va uzluksiz bo’lib,  esa shu D sohada yotuvchi ixtiyoriy silliq (bo’lakli silliq)
yopiq chiziq bo’lsin. Agar I f(Z )dz =0 bolsa, u holda f(z) funksiya D sohada golomorf

¥
bo’ladi.

Isbot. Teoremada keltirilgan shart bajarilganda funksiya D sohada boshlang’ich F (Z)
funksiyaga ega bo'lib, F(Z) funksiya D da C differensiallanuvchi, yani golomorf bo’ladi.

30-x0ssaning 1-natijasiga kora F' (Z) ham D sohada golomorf bo'ladi. Ayni paytda

F'(z)=f(2)

bo'lganligi sababli f(z)e 9(D) boladi.
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