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Понятие о действительной и возможной работе. Работа силы на 

соответствующем этой силе действительном перемещении, вызываемом той же 

силой, называется действительной работой. 

Рассмотрим упругую систему, находящуюся под воздействием системы сил Р1 , 

Р2 , … Рn , которые вызовут ее деформации и перемещение точек 1, 2, … n (рис.1). 

 
Рис. 1. Упругая система, находящаяся под воздействием системы сил. 

Эти перемещения представляют собой проекции истинных перемещений 

соответствующих точек на линии действия нагрузок. 

Будем считать, что все заданные силы прикладываются статически, т.е. их 

значения нарастают от нуля до максимальных значений настолько медленно, что они 

не вызывают ускорений точек системы, а значит и инерционных сил. В условиях 

идеальной упругости работа этой системы сил не зависит от порядка приложения 

нагрузок и определяется только их окончательными значениями. Будем считать, что 

все нагрузки Рn изменяются пропорционально одному параметру и соотношение 

между ними не меняется. Тогда действительная работа на соответствующем 

перемещении может быть определена по теореме Клайперона: 
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Работа силы на соответствующем перемещении, но вызываемом иной силой или 

другими факторами, называется возможной или виртуальной работой. 

Возможная работа определяется по формуле: 
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i
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где i n– перемещение точки приложения «i»-той силы, вызванное силой «n». 
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Теорема о взаимности возможных работ (теорема Бетти). Рассмотрим 

идеально-упругую и линейно деформируемую систему. Сначала загрузим 

систему силой Р1, при этом точка приложения первой силы получает 

действительное перемещение 11 и совершается действительная работа 

A P
11
1

1 11
( ) =

1

2
  (рис. 2 а). Затем загружаем систему второй силой Р2 . Точка 

приложения первой силы получает перемещение 12 , вызванное второй силой и 

совершается возможная работа A P12
1

1 12
/ ( )
=   . Точка приложения второй силы 

получает перемещение 22 , вызванное второй силой, совершается 

действительная работа A P22
1

2 2 2
( )
=
1

2
  . Изменим порядок загружения. Сначала 

систему загрузим второй силой, подсчитаем работу, затем первой силой. 

Полученную работу будем обозначать с индексом «(2)» (рис. 2 б). 

 

Рис. 2. Упругая система, находящаяся под воздействием двух сил. 

Действительная работа второй силы на перемещении точки приложения 

второй силы, вызванном второй силой: A P22
2

2 2 2
( )
=
1

2
  . Возможная работа 

второй силы на перемещении точки приложения второй силы, вызванном 

первой силой A P21
2

2 21
( )
=   . Действительная работа первой силы на 

перемещении точки приложения первой силы, вызванном первой силой 

A P11
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2
  . Так как в условиях идеальной упругости работа внешних сил 

зависит лишь от начального и конечного положения, то изменение порядка 

приложения нагрузки не будет менять работы внешних сил, поэтому можно 

записать: 
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Распространяя сделанный вывод на группу сил, получим теорему Бетти о 

взаимности возможных работ: 

А
/
i j = A

/
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т.е. возможная работа первой группы сил на перемещениях, вызванных второй 

группой сил, равна возможной работе второй группы сил на перемещениях, 

вызванных первой группой сил. 

Теорема о взаимности удельных перемещений. (теорема Максвелла). Пусть в 

первой группе сил действует одна сила – Рi , во второй – одна сила Рj , тогда 

согласно теореме Бетти: 

А
/
i j = A

/
j i , 

ijjjii PP   . 

Используя принцип пропорциональности: 

 i j i j=  P j  , 

 j i j i iP   , 

где  i j  - удельное перемещение точки приложения силы Рi  по ее направлению 

от действия силы Рj = 1; 

 j i  - удельное перемещение точки приложения силы Рj по ее направлению от 

действия силы Рi = 1. Тогда из теоремы Бетти 

 i j  Рj Рi =  j i  Рj Рi . 

После сокращений будем иметь 

 i j  =  j i  . 

Теорема Максвелла: удельное перемещение точки приложения силы Рi по ее 

направлению от силы Рj = 1 равно удельному перемещению точки приложения силы 

Рj по ее направлению от действия силы Рi = 1. 

Теорема о взаимности удельных реакций  (первая теорема Рэлея). Рассмотрим 

упругую систему в двух состояниях. В первом случае кинематическим 

воздействием является единичный угол поворота связи i (рис.1.3 а), во втором – 

единичное линейное смещение связи j (рис.1.3 б). 

 

Рис. 3. Упругая система, находящаяся в двух состояниях. 

 

Примем силы первого состояния за первую группу сил, а силы второго 

состояния за вторую группу. Тогда, на основании теоремы Бетти: 

r r r ri i j i i j j j      0 1 1 0 , 

r rj i i j . 

Получили теорему о взаимности удельных реакций: 
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удельная реакция связи «i», вызванная единичным смещением связи «j», равна 

удельной реакций связи «j», вызванной единичным смещением связи «i». 

Теорема о взаимности удельных реакций и удельных перемещений (вторая 

теорема Рэлея). Рассмотрим упругую систему при статическом и кинематическом 

воздействиях. В первом состоянии кинематическим воздействием является 

единичный угол поворота связи «i» (рис.1.4 а), во втором состоянии статическим 

воздействием является единичная сила Рj = 1. По теореме Бетти 

A Ak i i k=  

r r r P ri i k i i j j j i k j        0 0 1 0 . 

Получим теорему о взаимности удельных реакций и удельных перемещений: 

ri j j i  . 

Удельная реакция связи «i», вызванная единичной силой Рj = 1, равна с 

обратным знаком удельному перемещению точки приложения силы Рj , вызванному 

единичным смещением связи «i». 
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