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Annotatsiya: Ushbu maqolada Anigmasliklarni ochish va Lopital qoidalar o'rganish va uni
hayotga tadbiq qilishda , lopital qoidalar hagida yangi elementlarga ega bolishga ushbu maqola yordam
beradi.

Kalit so’zlar: Lopital qoidalar, funksiyalar, limitlar, Koshi teoremasi, teorema, ishot.
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Tegishli funksiyalarning hosilalari mavjud bo’lganda %
0.0]

b O.OO) OO/OOv ]-007 007 OOO

ko rinishdagi anigmasliklarni ochish masalasi engillashadi. Odatda hosilalardan foydalanib,
aniqmasliklarni ochish Lopital qoidalari deb ataladi. Biz quyida Lopital qoidalarining
bayoni bilan shug ullanamiz.

1 %ko‘rinishdagi anigmaslik. Ma'lumki, x>0 da f(x)—0 va g(x)—0 bo'lsa, fEX;
g(X

f(x)

nisbat % ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi. Ko'pincha x—a da —=2 nisbatning

9(x)
f'(x)

9'(x)
limitlarining teng bo'lish sharti quyidagi teoremada ifodalangan.

limitini topishga gqaraganda nisbatning limitini topish oson bo’ladi. Bu nisbatlar

l-teorema. Agar

1) f(x) va g(x) funksiyalar (a-8;a)u(a;a+d), bu yerda &0, toplamda uzluksiz,
differensiallanuvchi va shu to plamdan olingan ixtiyoriy x uchun g(x)=0, g'(x)=0;

2) lim f (x) =limg(x) =0;

3) hosilalar nisbatining limiti (chekli yoki cheksiz)

lim ) _a
2T

f(x)

mavjud bo'lsa, u holda funksiyalar nisbatining limiti lim 00 mavjud va
X—a g X

lim ) _ iy L) (2.1)
x—a g(x) x>a g (X)
tenglik o'rinli bo'ladi.
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Isbot. Har ikkala funksiyani x-a nuqtada f(a)-0, g(a)-0 deb aniglasak, natijada
ikkinchi shartga ko'ra lim f(x)=0-f(a), lim g(x)=0-g(a) tengliklar o'rinli bolib, f(x) va g(x)
funksiyalar x-a nuqtada uzluksiz boladi.

Avval x>a holni garaymiz. Berilgan f(x) va g(x) funksiyalar [a;x], bu yerda x<a+3,
kesmada Koshi teoremasining shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun a bilan x orasida
shunday ¢ nuqta topiladiki, ushbu f=f(@ _11) tenglik o'rinli bo'ladi. f(a)-g(a)-0

g(x)-g(@ 9
ekanligini e tiborga olsak, so'ngi tenglikdan
ey _11© (2.2)
ag(x) g'c)
bo'lishi kelib chigadi. Ravshanki, a«c« bo’lganligi sababli, x—a bo’lganda c—a

bo'ladi. Teoremaning 3-sharti va (2.2) tenglikdan lim EX; lim - EX; =A kelib chiqadi.
x>a g (X x=a (X

Shunga o'xshash, x<a holni ham qaraladi. Teorema isbot bo'ldi.

Misol. Ushbu lim In(x =3 _ limitni xisoblang.
x>2 x? +3x—10

Yechish. Bu holda f(x)=In(x*-3), g(X)=x*+3x-10 bo’lib, ular uchun 1
teoremaning barcha shartlari bajariladi.

Hagigatan ham,

1) lim f (x) =lim In(x*-3)=In1=0, limg(x) = IXi_r)rzl(x2 +3x-10)=0;

g'(x) =2x+3, X% 3

2) f'(x)= 22

3) tim ) jim 2 _¢ boladi.
-2 g'(x) x>2(x°—-3)(2x+3)

In (x2 — 3)
Demak, 1-teoremaga binoan lim————= =
2 X2 +3x—10

l-eslatma. Shuni ta'kidlash kerakki, berilgan funksiyalar nisbatining limiti 3) shart
bajarilmasa ham mavjud bo'lishi mumkin, ya'ni 3) shart yetarli bo'lib, zaruriy emas.

Masalan, f(x)= cos1 g(x)=x funksiyalar (0;1] da 1), 2) shartlarni

qanoatlantiradi va lim F(x )—Iim(xsin 1):0,lekin
x-0 g(x) x>0
f(x) 1 1
lim—=~ = lim(2xcos = +sin ) mavjud emas, chunki x, =— —0 n—>o da
x>0 g (X) x—0 X zn
n+l
I|m(2xcos 1 +sin )_ I|m(ﬂ+sin n) =0,
X X" nown
xn:;leo n—o da esa
7r(2n+—)
1 2 ~ Vg . T
I|m(2xcos +S|n—)_I|m(—-nos(27rn+—)+sm(27zn+—)):1.
X X o 2 2
(2n+5)
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2-teorema. Agar [c;+o0) nurda aniglangan f(x) va g(x) funksiyalar berilgan bolib,
1) (c;+o0) da chekli £(x) va g'(x) hosilalar mavjud va g(x)=0,
2) lim £()=0, lim g(x)=0;

3) hosilalar nisbatining limiti lim 00 ( chekli yoki cheksiz) mavjud bo'lsa, u holda

X—>+0 g X
funksiyalar nisbatining limiti lim E ; mavjud va
X—>+00 g X
LCYITI :(X) (2.3)
e g(x) x> gi(x)
tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot. Umumiylikni saglagan holda, teoremadagi ¢ sonni musbat deb olish mumbkin.

Quyidagi 6= % formula yordamida x o°zgaruvchini t o°zgaruvchiga almashtiramiz. U holda
x—+w0 da t—0 bo'ladi. Natijada f(x) va g(x) funksiyalar t o°zgaruvchising f Gj va ¢ Gj
funksiyalari bo'lib, ular (0, %] da aniglangan. Teoremadagi (2) shartga asosan

lim £ L o tlimog(%):o boladi.

Ushbu
Ilmf() 0, tIirrz)g(%)zo

t—>+0
munosabatlardan (O;%) intervalda ft'(%), gt'(%) hosilalarning  mavjudligi kelib

chigadi. So'ngra teoremaning 3) shartiga ko'ra

1 1
Q) —f () £1(x)
tlirrg) = :tlirrz) 1 :Xlim .
5. e O
Demak f [—j va ¢ Gj funksiyalarga 1-teoremani qo llash mumkin. Bunda lim fEX; -
X—>+00 g X
()
lim —{ e‘tiborga olsak, (2.3) tenglikning o'rinliligi kelib chiqadi. Teorema isbot bo'ldi.
9)
2. £ ko'rinishdagi anigmaslik. Agar x—a da f(x)—»o0, g(x)—»o bo'lsa, E ; nisbat
0 g(X

2 ko'rinishidagi anigmaslikni ifodalaydi. Endi bunday anigmaslikni ochishda ham f(x)
e 0]
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va g(x) funksiyalarning hosilalaridan foydalanish mumbkinligini ko'rsatadigan teoremani
keltiramiz.

3-teorema. Agar

1) f(x) va g(x) funksiyalar (a;0) nurda differensiallanuvchi, hamda g*(x)+0,
2) lim f (x) = lim g(x) = oo,

3) fim () mavjud bo’lsa,
== g '(X)

u holda fim 1) mavjud va lim T 4im L) o ladi.
== g(X) e g(x) = gi(x)

Isbot. Teorema shartiga ko'ra lim E ; mavjud. Aytaylik lim E ;*u bo'lsin. U holda

X—0 g X X—0 g
V&0 sonni olsak ham shunday N>0O son topilib, x>N bo’lganda

0 u+s (2.3)

2590 M
tengsizliklar bajariladi. Umumiylikni cheklamagan holda N>a deb olishimiz mumkin.
U holda x>N tengsizlikdan x € (a;o0) kelib chigadi.
Aytaylik x>N bo’lsin. U holda [N;x] kesmada f(x) va g(x) funksiyalarga Koshi
teoremasini qo'llanib quyidagiga ega bo'lamiz:
F)=T(N) _ 1) yerda Necx.
g(x)-g(N) g'©)’
Endi >N bo’lganligi sababli x=c da (2.3) tengsizliklar o rinli:

e f(n)
T e
bundan esa

e TN e
2 g(x)—-9g(N) 2
tengsizliklarga ega bolamiz.
Teorema shartiga kora lim f (x) =0, limg(x) =, f(N) va g(N) lar esa chekli sonlar.

Shu sababli x ning yetarlicha katta giymatlarida FO=TN) e £ pasrdan

9(x)-9(N) 9(x)
istalgancha kam farq giladi. U holda shunday M soni topilib, x>M larda
pre¢ ——= ) u+e (2.4)
9(x)

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy €0 son uchun shunday M soni mavjudki, barcha x>M larda

(2.4) tenglik o’rinli bo'ladi, bu esa lim % =u ekanligini anglatadi. Teorema isbot bo'ldi.
X—»00 g X

Yugqorida isbotlangan teorema x—a (a-son) holda ham o'rinli. Buni isbotlash uchun t-

1 almasheirish bajarish yetarli.
0-2a
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Misol. Ushbu lim ™% limitni hisoblang.

X—>+00 X

Yechish. f(x)-Inx, g(x)-x funksiyalar uchun 3-teorema shartlarini tekshiramiz: 1) bu

funksiyalar (0,+00) da differensiallanuvchi; 2) £(x)-I/x g'(x)=1; 3) lim f EX; = lim 1/16 =0
x—+0 g (X X—>+0

b

ya'ni mavjud. Demak, izlanayotgan limit ham mavjud va lim Inx_o tenglik o'rinli.

X—=>+0 ¥

3. Boshqa ko rinishdagi anigmasliklar. Ma'lumki, lim f(x)=0, lim f(x) =0, bo’lganda
f(x)-g(x) ifoda 0-00 ko'rinishidagi anigmaslik bo'lib, uning quyidagi

f
f(0)-gx) =0 = 9%
909 f(x)
kabi yozish orqali % yoki 2 ko'rinishidagi anigmaslikka keltirish mumkin.
o0

Shuningdek, lim f(x) =+, limg(x)=+w, bolganda f(x)-g(x) ifoda oo-00 ko'rinishidagi
anigmaslik bo’lib, uni ham quyidacha shakl almashtirib

R
f(x)-g =201
HORT)

% ko rinishdagi anigmaslikka keltirish mumkin.

Ma'lumki, x—a da f(x) funksiya 1, 0 va o ga, g(x) funksiya esa mos ravshda o, 0 va
0 intilganda (f(x))8® darajali-ko'rsatkichli ifoda 1, 0° oo® ko'rinishidagi anigmasliklar
edi. Bu ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish uchun avval y=(f(x))8® ni logarifmlaymiz:
Iny= g(x)-In(f(x)). Bunda x—a da g(x)In(f(x)) ifoda 0-00 ko'rinishdagi anigmaslikni
ifodalaydi.

Shunday qilib, funksiya hosilalari yordamida 0-00, c0-c0, 1%, 0° oo® ko rinishdagi
anigmasliklarni ochimda, ularni % yoki % ko'rinishidagi anigmaslikka keltirib, so'ng
yuqoridagi teoremalar qo llaniladi.

2-eslatma. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning f'(x) va g'(x) hosilalari ham f(x) va g(x)
lar singari yuqorida keltirilgan teoremalarning barcha shartlarini ganoatlantirsa, u holda

im LX) i 200y £

oag(x) oagi(x)  x2gi(x)

tengliklar o'rinli boladi, ya'ni bu holda Lopital qoidasini takror qollanish mumkin
boladi.

1

Misol. Ushbu lim (t%xsz limitni hisoblang.
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1
Yechish. Ravshanki, x—0 da (t%xjx ifoda 1* ko'rinishdagi aniqmaslik bo’ladi. Uni

logarifmlab, % aniqmaslikni ochishga keltiramiz:

1
— 1
. X ¥ =
Demak, |mg(tij —e?=3e.
X—> X
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